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Przypomnienie

Twierdzenie Gaussa-Koebego

Niech € c R" bedzie otwarty. Dla funkgji u € C(£2) réwnowazne
sa warunki

@ u jest harmoniczna w €, tj. Au =0,

@ u ma wlasnos¢ wartosci $redniej:

V B(x,r) €2 u(x) = ][ u(y)dy (MVP)
B(x,r)
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Przypomnienie

(X,d, i) przestrzen metryczna z miara, 0 < 4(B) < o0

Definicja

Niech  c X otwarty. Powiemy, ze funkcja u € L} _(€2) jest silnie

harmonicza na (), jesli zachodzi dla niej wlasnos¢ wartosci
Sredniej, tj. dla wszystkich B(x,r) € €

u@) = § u)du(y).
B(x,r)

Adamowicz, Gaczkowski, Gérka, Warhurst
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Asymptotyczna wlasnos¢ wartosci Sredniej

Twierdzenie Blaschke—Privaloff-Zaremba

Zal6zmy, ze Q) c R" jest otwarty, u € C(2) oraz dla kazdego
x € §) zachodzi

o1
lm | f udy-u@)|-o.
B(x,r)

Woéwczas u jest harmoniczna.
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Asymptotyczna wlasnos¢ wartosci Sredniej

Twierdzenie Blaschke—Privaloff-Zaremba

Zal6zmy, ze Q) c R" jest otwarty, u € C(2) oraz dla kazdego
x € Q zachodzi

}i%i rlz( ][ u(y)dy—u(x)) =0.

B(x,r)

Woéweczas u jest harmoniczna.

Obserwacja: dla u € C3(Q), |y - x| < r ze wzoru Taylora mamy

u(y) = u(x) +{y - x, vu(x)) + %(Dzu(X)(y ~x),y - x) +0(r*)
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Asymptotyczna wlasnos¢ wartosci Sredniej

Twierdzenie Blaschke—Privaloff-Zaremba

Zal6zmy, ze Q) c R" jest otwarty, u € C(2) oraz dla kazdego
x € Q zachodzi

}i%i rlz( ][ u(y)dy—u(x)) =0.

B(x,r)

Woéweczas u jest harmoniczna.

Obserwacja: dla u € C3(Q), |y - x| < r ze wzoru Taylora mamy
1
uy) = u(x) +{y - x, vu(x)) + §(D2M(X)(y —x),y —x) +o(r?)

Au(x)

2n+2) o(r)

][ u(y)dy = u(x) + a
B(x,r)
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Operator AMVP definiujacy harmoniczno$é

(X,d, 1) przestrzen metryczna z miara, 0 < (B) < oo

DlaueL}l (X), xeX,r>0 definiujemy r-laplasjan funkdji u jako

A'u(x) := rlz( ][ u(y)dy - u(x)).

B(x,r)

Burago-Kurylev-Ivanov, Minne-Tewodrose, Cérdoba-Ocariz
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Operator AMVP definiujacy harmoniczno$é

(X,d, j1) przestrzenh metryczna z miara, 0 < u(B) < oo

Definicja

DlaueL}l (X), xeX,r>0 definiujemy r-laplasjan funkdji u jako

A'u(x) ::rlz( ][ u(y)dy—u(x)).

B(x,r)

Burago-Kurylev-Ivanov, Minne-Tewodrose, Cérdoba-Ocariz
Za BPZ powiemy, ze funkcja u jest harmoniczna o ile
r—0*

A'u ——0.
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Operator AMVP definiujacy harmoniczno$é

(X,d, 1) przestrzenh metryczna z miara, 0 < pu(B) < oo

Definicja

DlaueL]l (X),x€X,r>0 definiujemy r-laplasjan funkdji u jako

A'u(x) := rlz ][ u(y)dy —u(x) |.
B(x,r)

Burago-Kurylev-Ivanov, Minne-Tewodrose, Cérdoba—Océriz

Za BPZ powiemy, ze funkcja u jest harmoniczna o ile

r—0*
Ay ——0.
| —
punktowo/jednostajnie/w normie/stabo/?
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Uog6lnijmy problem do R"

«40O0>» «4F>» «=» « > = Q>







Powierzchnie minimalne

Twierdzenie Cordoba—Océariz

Niech S bedzie powierzchnia klasy C'. Wéwczas
A'fs -0

punktowo przy r — 0% wtedy i tylko wtedy, gdy S jest
powierzchnia minimalna
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Powierzchnie minimalne

Twierdzenie Cordoba—Océariz

Niech S bedzie powierzchnia klasy C!. Wéwczas
A'fs -0

punktowo przy r — 0% wtedy i tylko wtedy, gdy S jest
powierzchnia minimalna

Powierzchnia minimalna

S nazywamy powierzchnia minimalna, jesli ma srednia
krzywizne réwna zero. Réwnowaznie, jesli lokalnie S jest
wykresem ¢, to ¢ jest rozwiazaniem réwnania

div[—Y2 |-
V1+|Vel

A\
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Przyktady powierzchni minimalnych

b &

Zrodto: wikipedia :)

=] F
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Asymptotyczna harmoniczno$¢ i amv-norma

(X,d, j1) przestrzen metryczna z miara, 0 < u(B) < oo

Definicja

Méwimy, ze u € L1 (X) jest asymptotycznie harmoniczna, jesli
lim | A" ey =0
lim A" o 1)

dla kazdego zwartego K c X. Niech p € [1, o ]. Definiujemy
przestrzen funkgji ze skoriczona amv-norma jako

AMVP(X) := {u e LP(X) : ||u] gppyw < 07,

gdzie amv-norma jest dana

lull gpgyp = lim S(;lp A ] (xy -
r—
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Regularnos¢ funkcji AMV?

Powiemy, ze miara y jest podwajajaca, jesli istnieje C,, > 0:

u(B(x,2r)) < Cup(B(x,7)).

Q =log, C,, nazywamy wymiarem jednorodnym.
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Regularnos¢ funkcji AMV?

Powiemy, ze miara y jest podwajajaca, jesli istnieje C,, > 0:

u(B(x,2r)) < Cup(B(x,7)).

Q =log, C,, nazywamy wymiarem jednorodnym.

Twierdzenie 1

Niech € c X otwartym w lokalnie zwartej przestrzeni X z miara
podwajajaca ;1, wymiarem jednorodnym Q. Jezeli u e AMV?(2)
ip> Q, to u jest lokalnie a-holderowska, oile a < 1 - Q/p.

Dodatkowo, jesli u jest silnie harmoniczna, to jest lokalnie
a-holderowska dla kazdego a € (0,1).
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Metoda usredniania

Niechu e L} (X),r>0.

A’ jest lokalnie lipszycowska na przestrzeniach z miara
podwajajaca.
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Metoda usredniania

Niechu e L} (X),r>0.

Au(x) =2 f/z( f u(y)du(y))dt

A’ jest lokalnie lipszycowska na przestrzeniach z miara
podwajajaca.

e pierscien:: P, r(x) = B(x,R) \ B(x,r)

o u(x) =B(ift) u, wtedy A" = 2 r;Z udt
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Dowd6d Lematu A cz.1

Cel: dla punktéw x,y € B(xo,r) takich, ze d(x,y) < r dowies¢:

r , Cd(x,y)
|Au(x)—Au(y>|sr( fous f |u|)
B(x,2r) B(y,2r)
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Dowd6d Lematu A cz.1

Cel: dla punktéw x,y € B(xo,r) takich, ze d(x,y) < r dowies¢:
r r Cd(x7 )
A'u(x) - Au(y) < = ( fous f |u|)
B(x,2r) B(y,2r)

Oznaczamy d := d(x,y) < r oraz wybieramy ¢ tak, by r/2 <t <r. Wtedy
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Dowd6d Lematu A cz.1

Cel: dla punktéw x,y € B(xo,r) takich, ze d(x,y) < r dowies¢:
r r Cd(x7 )
A'u(x) - Au(y) < = ( fous f |u|)
B(x,2r) B(y,2r)

Oznaczamy d := d(x,y) < r oraz wybieramy ¢ tak, by r/2 <t <r. Wtedy

| (x) = 1 ()|
_ ‘ 1 o1 L (B 1) = p(B(y. 1)) u’
n(B(x,t) Jety  p(B(x,t)) JB@wb u(B(x, 1)) u(B(y, 1)) By
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Dowd6d Lematu A cz.1

Cel: dla punktéw x,y € B(xo,r) takich, ze d(x,y) < r dowies¢:
r r Cd(x )
A'u(x) - Au(y)] < — ( f o f |u|)
B(x,2r) B(y,2r)

Oznaczamy d := d(x,y) < r oraz wybieramy f tak, by r/2 <t <r. Wtedy

[ (x) = e ()|

‘ ! e L p(Bx.D) — p(B(y 1) ’
p(B(x,t) Jety  p(B(x,t)) I p(B(x,t))u(B(y,t)) JBw.b)
1 ] + pu(B(x,t) & B(y,t)) ]

= wB.0) Jseen ™ T w(B ) By 1)) Jswn
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Dowd6d Lematu A cz.1

Cel: dla punktéw x,y € B(xo, r) takich, ze d(x,y) < r dowies¢:
r r Cd(x,y)
A - Au@) < ==Ll f
B(x,2r) B(y,2r)
Oznaczamy d := d(x,y) < r oraz wybieramy f tak, by r/2 <t <r. Wtedy

e (x) = u(y)|=

][ (u-c)- ][ (u--c)

B(x,t) B(y,t)

‘ 1 . L n(B(x,1) - u(B(y. 1) ‘

(B 1) Jsen " u(BD) oo uBEH)uBy.1) Jwn
1 p(B(x,t) & By, 1)

Jul + [ul

S WB@D) Jsen ™ @B B 1) S
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Zauwazmy, ze B(x,t) & B(y,t) ¢ Py_g a(x) ¢ B(x,2r).

it
v
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Zauwazmy, ze B(x,t) & B(y,t) ¢ Py_gra(x) ¢ B(x,2r).

it
v

«40» «F)» « =) 4 Q>



Dowd6d Lematu A cz.2

Zauwazmy, ze B(x,t) & B(y,t) ¢ Py_g4.4(x) c B(x,2r). Stad

. W(Proaa()
() =t WIS B0 Josrnaco ™ (B ) (B(y.D) Jocwy

[ul
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Dowd6d Lematu A cz.2

Zauwazmy, ze B(x,t) & B(y,t) ¢ Py_g4.4(x) c B(x,2r). Stad

1 p(Pig rra(x))
1) =W B0 S ™ B ) (B D) Jor

Z podwajania miary i tego, ze r/2 < t < r wynika

) ~ ()] € s o CPraca@)
u(B(x,7)) JPiarat) " p(B(x,r))u(B(y, 7)) JB(w.r)

Antoni Kijowski Regularnos¢ funkcji asymptotycznie harmonicznych



Dowd6d Lematu A cz.2

Zauwazmy, ze B(x,t) & B(y,t) ¢ Py_g4.4(x) c B(x,2r). Stad

1 p(Pig rra(x))
() =t WIS B0 Josrnaco ™ (B ) (B(y.D) Jocwy

Z podwajania miary i tego, ze r/2 < t < r wynika

[ul

C2 Pt— t+
lur(x) —ur(y)| < Ba) | + M (Pid pea(x)) ul

Cy
,u(B(x,r Py_g 1a(x) M(B(xar))li(B(% 7’)) B(y.r)

Chcemy odcatkowaé obie strony oszacowania wzgledem ¢ € (7/2,r)

" [ + Co (P pa(x))
u(B(x, 7)) JPit i) u(B(x,r))u(B(y,r)) JB(y.1)

Jue(x) = e (y)| < lul
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Dowd6d Lematu A cz.3

Lemat pomocniczy

Dla nieujemne;j f € L} _

R
dudt < (dy —d f d
.[r [Pt+d1,t+d2(x)f s (e ) Pr+d1,R+d2(x)f H

Dlaf =1,dy = -d,id, = d otrzymujemy

(X),0<r<R< o0, d; <dp zachodzi

S Pt S 24P o ).
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Dowd6d Lematu A cz.3

Lemat pomocniczy

Dla nieujemne;j f € L} _

‘ dudt < (d —d d
t< -
'[7' [Pt+d1 St+dy (X)f : ( 2 1) fpr+d1 JR+dy (x)f a

Dlaf =1,dy = -d,id, = d otrzymujemy

(X),0<r<R< o0, d; <dp zachodzi

S Pt S 24P o ).

Dlaf = |u|, d1 = —d, id; = d otrzymujemy

;
[ f |u|dts2d/ lul
12 JPi_gpa(x) Pyo—d,rrd (X)
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Dowd6d Lematu A cz.3

Lemat pomocniczy

Dla nieujemne;j f € L} _

‘ dudt < (d —d d
t< -
'[7' [Pt+d1 St+dy (X)f : ( 2 1) fpr+d1 JR+dy (x)f a

Dlaf =1,dy = -d,id, = d otrzymujemy

(X),0<r<R< o0, d; <dp zachodzi

S Pt S 24P o ).

Dlaf = |u|, d1 = —d, id; = d otrzymujemy

;
[ f |u|dts2d/ lul
12 JPi_gpa(x) Pyo—d,rrd (X)

dC |u|+2dCiN(Pr/2d,r+d(x))f |
p(B(x,1) Jepapa " p(B(x,r))u(B(y:7)) Jown

S ) -t
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Dowo6d Lematu A cz.4

S ) - w(w)ar

< / u ZdCiM(Pr/Z—d,Hd(x)) |M|
€ ABE) Jesranair ™ BBy I
_ 2d4C, u(B(x,2r)) 2dC3, pu(B(x,2r)) (B(y, 2r))

e L e T B

B(x,2r) B(y,2r)
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Dowo6d Lematu A cz.4

S ) - w(w)ar

2dCM ZdCiM(Pr/Z—d,Hd(x))
S LB Jormantn M T BB 7) e
24C, (B(x,2r)) 24C2 (B (x. 2r) ) (B(y. 2r))
< W) M+ = G mnEea S

B(x,2r) B(y,2r)

Po pomnozeniu obustronnie przez 2/r oraz wykorzystaniu
podwajania miary otrzymujemy

() - Augy)] < LN (

f o f |u|) =
B(x,2r) B(y,2r)
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Lipszycowskos¢ funkcji silnie harmonicznych

Zauwazmy, ze dla funkgji silnie harmonicznych

Au(x) = = f ][ u(y)du(y)dt = = // ;u(x)dt:u(x).

B(x,t)
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Lipszycowskos¢ funkgji silnie harmonicznych

Zauwazmy, ze dla funkgji silnie harmonicznych

Au(x) = = f ][ w(y)dp(y)dt = = f/ ;u(x)dt:u(x).

B(x,t)

Adamowicz-Gaczkowski-Gérka dowodzac lokalnej
lipszycowskosci zatozyli dodatkowo warunek zanikania miary
na pierécieniach z § = 1:

(P () < C (S

)
) u(BGR)).
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Regularnos¢ Holdera funkgji ze skoriczona
amv-norma

Dowiedziemy holderowskosci funkcji ze skoriczona
amv-norma (Twierdzenia 1) w dwdéch krokach:

I wykazemy, Zze naleza do ulamkowej przestrzeni
Hajlasza-Sobolewa M7,

I wykorzystamy utamkowe zanurzenie Morrey’a

M®P c C*" 7, dowiedzone przez Dachun Yanga na
przestrzeniach z miara podwajajaca.
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Krok I: Utamkowa przestrzen Hajtasza-Sobolewa

Niech p € (1, 00], 0 < a < 1. Powiemy, ze funkcja u € M*?(X) o
ile u € L (X) oraz istnieje g € LV (X)

ux) —u(y)l <d(x,y)*[g(x) + ()]

dla p-p.w. x,y € X.
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Krok I: Utamkowa przestrzen Hajtasza-Sobolewa

Niech p € (1, 00], 0 < a < 1. Powiemy, ze funkcja u € M*?(X) o
ile u € L (X) oraz istnieje g € LV (X)

u(x) —u(y)| <d(x,y)*[g(x) +g(y)]

dla p-p.w. x,y € X.

Twierdzenie 2

Niech X bedzie przestrzenia metryczna z miara podwajajaca,
u e AMVP(X). Woéwczas u € MU/?P(X).

Ponadto, jesli u e M®F(X) dla o € (0,1), to u e M*'?(X) gdzie

I _ 2_1/P
“ " 3-a-1/p

> Q.

N
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Ustalmy x,y € B(xo,7), d(x,y) <r<1.

[u(x) - u(y)] < |u(x) - A'u(x)] + [u(y) - Auy)| +|A"u(x) - A'u(y)|



Dowo6d Twierdzenia 2 cz.1

Ustalmy x,y € B(xo,7), d(x,y) <r<1.

|u(x) = u(y)l < [ux) = Au(x)| + |u(y) - A'u(y)l +|A"u(x) - A"u(y)]

Oszacujmy dwa pierwsze wyrazenia:

r r 2
) =A< [ )= f udu)|ar-2r [ 5t

B(x,t)

Ser/ |Atu(x)|dtg2rf |A"u(x)|dt
r/2 0
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Dowo6d Twierdzenia 2 cz.1

Ustalmy x,y € B(xo,7), d(x,y) <r<1.

|u(x) = u(y)l < [ux) = Au(x)| + |u(y) - A'u(y)l +|A"u(x) - A"u(y)]

Oszacujmy dwa pierwsze wyrazenia:

r r 2
) =A< [ )= f udu)|ar-2r [ 5t

B(x,t)

Ser/ |Atu(x)|dtg2rf |A"u(x)|dt
r/2 0

Lemat A:

: L Cd(xy)
|Au(x)—Au(y)|§r( [ wd+ f |u—c|)
B(x,2r) B(y,2r)
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Dowo6d Twierdzenia 2 cz.2

Zauwazmy, ze prawa strone Lematu A mozna oszacowac:

|u—c|+ ][ |u—c|< #(B(x,3r)) |u ol + #(B(x,3r)) |u—c|

B(x,2r) B(y,2r) B(x 21’ N(B(y, 2}’))
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Dowo6d Twierdzenia 2 cz.2

Zauwazmy, ze prawa strone Lematu A mozna oszacowac:

w(B(x,3r)) wu(B(x,3r))
p-d+ f Ju-ds |u o+
w(B(x,2r)) B(y,2r
B(x,2r) B(y,2r) ( N’( (.]/ ))
S(C“ n(B(x,r)) B][ - =c ][ lu=d
(x,37) B(x,3r)

Wybierzmy c = f u =us(x). Wéwczas
B(x,3r)

Cd(x,y)

[ATu(x) - A'u(y)| < | = u ()]

B(x,3r)
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Podsumowujac

e~ u(y)|<2r(f Al + f |Atu(y)ldt)+Cd(x )

|u - u3r(x)|

B(x,3r)

COr < Fr < =r <> -



Dowo6d Twierdzenia 2 ¢z.3

Podsumowujac

() —ul <2 [ 1t [ 1auian « CED L)

B(x,3r)
Dobierzmy r = d(x,y)'/? > d(x,y):
ju(x) - u(y)| < d(x,y)"*[g(x) + W),

gdzie g(x) =2 [ |Au(x)|dt + CMsu(x). Stad u ¢ M/>7(X).
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Dowo6d Twierdzenia 2 cz.4

Zat6zmy teraz, ze u € M**(X). Oszacujemy prawa strone
nieréwnosci

()~ <2 [ Ao+ [ 1atuty)ar « LY

|1 = 1z ()]
B(x,3r)
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Dowo6d Twierdzenia 2 cz.4

Zat6zmy teraz, ze u € M**(X). Oszacujemy prawa strone
nieréwnosci

() ~u)l <2 [ 18t [ iau(lan « CED L o)

B(x,3r)

Zastosujmy nier6wnoé¢ Holdera do pierwszych dwéch wyrazéw

r r LY/ - 1 r 1/p
rf |A"u(x)|dt < r(/ |Atu(x)|p) ry =1 (f |Atu(x)|7’)
0 0 0
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Dowo6d Twierdzenia 2 cz.4

Zat6zmy teraz, ze u € M**(X). Oszacujemy prawa strone
nieréwnosci

() ~u)l <2 [ 18t [ iau(lan « CED L o)

B(x,3r)

Zastosujmy nier6wnoé¢ Holdera do pierwszych dwéch wyrazéw

r r p pa 1 r 1/p
rf |A"u(x)|dt < r(/ |Atu(x)|p) ry =1 (f |Atu(x)|”)
0 0 0

Z utamkowej nieréwnosci Hajtasza szacujemy ostatni wyraz

fu-uwic f f w@-u@is f f dwle)+ge)]

B(x,3r) B(x,3r) B(x,3r) B(x,3r) B(x,3r)

“@ f (") s ¢ 0T+ g

67
B(x,3r) B(x,3r)
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Podsumowujac

) -u(l = P [T atuor s iaumr) s D g () + g0 ]



Dowo6d Twierdzenia 2 ¢z.5

Podsumowujac

d(x y)

o) - )< & ([ aor s iaur) s D (g0 + 0]
Dobierzmy r tak, by
21 _ d(x,y)

yl-a ’
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Dowo6d Twierdzenia 2 ¢z.5

Podsumowujac

d(x y)

o) - < 02 [1acor +auwr) s D g0 + 0 )

Dobierzmy r tak, by
21 _ d(x,y)

yl-a ’

czylir = d(x,y) Y/ G-/,

Antoni Kijowski Regularnos¢ funkcji asymptotycznie harmonicznych



Dowo6d Twierdzenia 2 ¢z.5

Podsumowujac

d(x y)

o) - < 02 [1acor +auwr) s D g0 + 0 )

Dobierzmy r tak, by
21 _ d(x,y)

yl-a ’

czyli r = d(x,y)Y/C-1/P) Wéwezas

lu(x) - u(y)| < Cd(x, 1) [¢' (x) +§' ()],

gdzie
’ 2- 1/p

C3-a-1/p
oraz

1 1/p
g'(x):C(f0 |Atu(x)|’7) + CMeg(x) O
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Regularnos$¢ Hajtasza-Sobolewa funkgji ze skoriczona
amv-norma

ZTw. 2: ap = 1/2, Apy1 = 3_204_,,1—/51/;7 7~ L.

Twierdzenie 3

Jezeli X ma miare podwajajaca, a u € AMV?(X), to funkcja
ue M*P(X) dla kazdego 0 < ar < 1.
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Regularnos$¢ Hajtasza-Sobolewa funkgji ze skoriczona
amv-norma

ZTw. 2: ap = 1/2, Apy1 = 3_204_,,1—/51/;7 7~ L.

Twierdzenie 3

Jezeli X ma miare podwajajaca, a u € AMV?(X), to funkcja
ue M*P(X) dla kazdego 0 < v < 1.
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Krok 2 dowodu Twierdzenia 1

Twierdzenie 1

Jezeli u e AMVP(Q) ip > Q, to u jest lokalnie a-holderowska, o ile
a<1-Q/p.

Ustalmy v < 1-Q/piue AMV?.

Antoni Kijowski Regularnos¢ funkcji asymptotycznie harmonicznych



Krok 2 dowodu Twierdzenia 1

Twierdzenie 1

Jezeli u e AMVP(Q) ip > Q, to u jest lokalnie a-holderowska, o ile
a<1-Q/p.

Ustalmy v < 1-Q/piue AMV?.
Z Tw. 3 funkcja u € MP#(B) dla kazdego 0 < 3 < 1.
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Krok 2 dowodu Twierdzenia 1

Twierdzenie 1

Jezeli u e AMVP(Q) ip > Q, to u jest lokalnie a-holderowska, o ile
a<1-Q/p.

Ustalmy v < 1-Q/piue AMV?.
Z Tw. 3 funkcja u € MP#(B) dla kazdego 0 < 3 < 1.

Wybierzmy 3 tak, by o < 8 - Q/p oraz Sp > Q.

Antoni Kijowski Regularnos¢ funkcji asymptotycznie harmonicznych



Krok 2 dowodu Twierdzenia 1

Twierdzenie 1

Jezeli u e AMVP(Q) ip > Q, to u jest lokalnie a-holderowska, o ile
a<1-Q/p.

Ustalmy v < 1-Q/piue AMV?.
Z Tw. 3 funkcja u € MP#(B) dla kazdego 0 < 3 < 1.
Wybierzmy 3 tak, by o < 8 - Q/p oraz Sp > Q.

Utamkowe zanurzenie Morrey’a

Niech X bedzie lokalnie zwarta z miara podwajajaca, Bc X,0< 3 <1,
1<p < oooraz fp > Q. Wéwczas

Mﬂ”’(B) c Cﬂ—Q/P(B)‘
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Krok 2 dowodu Twierdzenia 1

Twierdzenie 1

Jezeli u e AMVP(Q) ip > Q, to u jest lokalnie a-holderowska, o ile
a<1-Q/p.

Ustalmy v < 1-Q/piue AMV?.
Z Tw. 3 funkcja u € MP#(B) dla kazdego 0 < 3 < 1.
Wybierzmy 3 tak, by o < 8 - Q/p oraz Sp > Q.

Utamkowe zanurzenie Morrey’a

Niech X bedzie lokalnie zwarta z miara podwajajaca, Bc X,0< 3 <1,
1<p < oooraz fp > Q. Wéwczas

MPP(B) c CP=/P(B).

Stad u jest a-holderowsko ciagta.
O
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Charakteryzacja funkgji silnie harmonicznych

Twierdzenie 4

Przestrzen X = Q2 ¢ R", metryka d indukowana przez norme,
wazona miara Lebesgue’a dy. = wdx, w dodatnia i analityczna.

Funkcja u jest silnie harmoniczna na (€2, d, ) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest stabym rozwiazaniem

> AY(D"(uw) - uD"w) =0, dlaj=2,4,6,... (1)
v|=j

Wspétczynniki A, sa zdefiniowane przez:

AY = (]) [ x¥dx
v/] JB(0,1)
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Charakteryzacja funkcji asymptotycznie
harmonicznych

Twierdzenie 5

Przestrzen X = Q2 ¢ R", metryka d indukowana przez norme, p
wazona miara Lebesgue’a dy = wdx, w dodatnia i gladka.

Funkdja u € WH2(Q) jest asymptotycznie harmoniczna na
(Q,d, ) wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabym rozwiazaniem

> AY (DY (uw) - uD"w) = 0.
lv|=2
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Dziekuje za uwage

=} F = = £ A

R oo funkc asymphotycznie harmanieznych



